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16. EL ESPACIO AFiN EUCLIDEO

16.1. VARIEDADES AFINES VS SUBESPACIOS VECTORIALES

Dado un vector uy, € R™ y un subespacio vectorial S € R", se llama variedad afin que pasa por u, con
la direccién de S al conjunto de vectores M que se obtiene como suma de u, con cualquier vector de S:
M=uy+S={uy+v:vesS}cR" Ug
M

Los elementos de una variedad afin reciben el nombre de puntos.

El subespacio vectorial S se llama espacio de direcciones de la

variedad afin M = uy + S

Dos variedades afines de R" se dice que son paralelas si el espacio de direcciones de una de ellas estd

contenido en el espacio de direcciones de la otra:

Mi=u{+SSR" M, =u,+S, € R"M; yM,sonparalelas & S; SS5,0 S, CS;.

16.1.1. CUANDO UNA VARIEDAD AFIN ES UN SUBESPACIO VECTORIAL

Una variedad afin M = uy + S S R"™ es un subespacio vectorial de R" & ug € S, en cuyo caso es

M=S
Demostracion:

“="  Se supone que la variedad afin M = uy + S € R" es un subespacio vectorial. Se trata de
demostrar que enesecasoes UG ES y M =S.
Si M es subespacio vectorial entonces 0 EM =0 =uy+ v con vVES=> v= —Uy €SyYS
es subespacio vectorial = —v = uygy € S.
Ademas, en este caso,si p =uy+ v € M = v € Sy S es subespacio vectorial > p € S
Por otro lado, siw € S, por seruy € Sy S un subespacio vectorial, se tiene que w — ugy € S,
portantow = uy + (W —uy) € M . Por tanto se tieneque M = S

“<"  Sesupone que u, € S. Se trata de demostrar que en ese caso la variedad afin M =uy + S es
un subespacio vectorial de R".
Por ser S subespacio vectorialyug € S = —uy € S portanto0 =ug+ (—ug) EMyM + @
Seanp,q€EM >p=uy+veq=uy+ wcon v,weS, =

prtgq=uy+@WH+uy+ w)euy+S=M

SeanpeEM ya€ER=p=uy+ vconveESs, =

ap=auyg+av=uy+ (aug+av—uy) Euyg+S=M

De donde se deduce que M es un subespacio vectorial.
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16.1.2. DIMENSION DE UNA VARIEDAD AFIN

Sean uy € R"y S € R"™ subespacio vectorial. Se llama dimensién de la variedad afin M =uy+ Sala

dimension de su espacio de direcciones:
dim(M) = dim(S)
Y se tiene que:

e Llasvariedades afines de R™, de dimensién 0, son los puntos.
e lasvariedades afines de R™, de dimensién 1, denominan rectas.
e Llasvariedades afines de R™, de dimensidén 2, se denominan planos.

e Paran > 3, las variedades afines de R", de dimensién n — 1, se denominan hiperplanos.

16.2. PUNTOS VS VECTORES

Aunque no toda variedad afin es un espacio vectorial, cualquier espacio o subespacio vectorial se puede

considerar como una variedad afin. En particular R™ es una variedad afin.
Se llama espacio afin euclideo R"™ a la Unica variedad afin cuyo espacio de direcciones es todo R".

Se tiene por tanto que R™ puede ser considerado como espacio afin euclideo o como espacio vectorial y
sus elementos recibiran el nombre de puntos o de vectores, segln se esté considerando una u otra

estructura en R™.

16.2.1. OBTENCION DE VECTORES A PARTIR DE PUNTOS

SiM € R"™ es una variedad afin, la diferencia de cualquier par de puntos de M da como resultado un

vector perteneciente al subespacio de direcciones de M.
Demostracion:

P=Uuy+v,conveS

SeaM =uy+Syseanp,q €M :{q=u0+w,conw65

p—q=Uy+v)—(ug+w)=v-—wes

NOTACION

El vector resultado de la diferencia de los dos puntos p y q suele notarse como:

ap=p—q

EJEMPLO 1
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Determinar unas ecuaciones implicitas del espacio de direcciones del plano de R? que contiene a los

1 1 1
puntos P1= <1>,pz = (0>,P3 = ( 0 )
1 1 -1

Solucién
1 1 0
V1 =pP2P1=P1—P2=|1]—-|0]=|1]€ES
1 1 0
1 1 0
V,=p3p1=P1—P3=|1]—| 0 |=|1]€S
1 -1 2

Se tienen dos vectores linealmente independientes de S. Dado que S tiene dimensidn 2 constituyen una

base de S:
X1 0 0 x =0
xeSeox=(X]|=al1]+B(1]|=2{x=a+p
X3 0 2 X, =28
Las ecuaciones obtenidas son unas ecuaciones paramétricas. Para obtener unas ecuaciones implicitas se
eliminan parametros. La ecuacion pedida es:
Xl = 0

16.3. ECUACIONES DE UNA VARIEDAD AFIN

Todo sistema de ecuaciones lineales compatible Ax = b representa una variedad afin. Dicho sistema se
denomina ecuaciones implicitas de la variedad y las soluciones del sistema homogéneo asociado

Ax = 0 proporcionan su espacio de direcciones.

Al resolver el sistema se obtienen las componentes de los puntos en funcion de ciertos parametros,

dicha expresién se denomina ecuaciones paramétricas de la variedad.

EJEMPLO 2
1

Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta que pasa por ug = | —1 ] con la direccién
0

1
S = L;v = (1)} Comprobar si la recta obtenida es un subespacio vectorial.
1

Solucién



Algebra Lineal

Miguel Reyes — Agueda Mata

1 1
M=u0+5=<—1>+/1<1>
0 1

Por tanto

X1 X1 1 1 x1=1+2
x:<x2>eM@(x2)=(_1)+a(1)@{x2 1k
X3 X3 0 1 X3 =24
son las ecuaciones paramétricas de la recta.

Para obtener las ecuaciones implicitas, se eliminan pardmetros en estas ecuaciones:

{Xl — X3 = 1
XZ—X3 _1

La recta obtenida no es un subespacio vectorial, pues no contiene al vector 0.

EJEMPLO 3

Determinar la dimensién y el subespacio de direcciones de la variedad afin cuyas ecuaciones implicitas

x1+x2—X4=1
son: { X3+x,=-1
x1+x2+X3=0

Solucion

Se resuelve el sistema:

x1=1—/1+[1
1 1 0 —-1]1 11 0 —-1]1 Y =
(001 1-1)~|0 0 1 1|-1]=4 "2 7 =
111 olo/ \o oo olo/2 (B "_""#
Xe = H
X1 1 -1 1
X\ _ [0 1 0
P Rl WET Rl OO R
Xy 0 0 1
1
Luego la variedad afines M = _01 + S, siendo el subespacio de direcciones:
0
-1 1
_ 1 0
=800 )1
0 1

Y se tiene que dim(M) = 2, por tanto se trata de un plano.



